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要旨 

近年, 医療統計分野においては, ベイズ統計の応用が活発に進展している. ベイズ統計では観察データに加

え外部情報を「事前分布」として組み込むことができる他, 複雑な試験デザインにも柔軟に対応できるなど, 

多くの利点がある. 一方, 事前分布の情報量が過度に大きい場合, 解析結果が事前分布に大きく依存し, 観察

データの影響が十分に反映されないという課題も指摘されている. したがって適切な情報量の事前分布を選

択することが重要である. このとき有効サンプルサイズ (Effective Sample Size: ESS) を事前分布の情報量の

指標として用いることができる. ESS は事前分布の情報量を観察データの人数に換算して定量化するもので

あり, 2010年の医療機器におけるベイズ統計の FDAガイダンスでは「プロトコルに含めることを推奨する情

報」の一つとして挙げられている. 近年複数の ESS が提案されており, それぞれ定義や適用範囲など特徴が

異なる. 本稿ではまずベイズ統計の基礎の説明を行い, その後 3つの ESSの解説, SASによる実装を行う.  
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1. ベイズ統計と ESSの導入 

本節ではベイズ統計になじみのない読者を対象に基礎的な内容から紹介し, 事前分布の ESSを導入する.  

1.1. ベイズ統計と事前分布 

ベイズ統計では一般的な統計と異なり, 事前分布とよばれる確率分布を観察データとは別に用意する必要が

ある. 事前分布と観察データの結果から事後分布を導出し, この事後分布から信頼区間や p 値に対応する値

を算出することができる.  

図 1 は事前分布と観察データから事後分布を求める流れを示している. この例では観察データを得る以前に

は, 血圧の真の平均は 120前後, 80から 160程度であろうと考えていることがわかる. ここに観察データを加

えた結果, 真の平均は 140前後, 130から 150程度の範囲にあると予測できる.  

事前情報がない場合には無情報事前分布 (non-informative prior.  情報の少ない事前分布;uninformative prior, 

曖昧な事前分布;vague prior とよぶこともある) を用いることで事前分布の影響を制限できる. どのような事



前分布が無情報といえるかはモデルによって異なり課題も多い [1]が一般的には Jefferys prior [2]を含む

reference prior [3]がよく用いられる.  

ベイズ統計のメリットとして, 中間解析の結果やリアルワールドデータなどの事前情報がある場合, これを

事前分布にすることで意思決定に用いるデータを増やすことができる他, 少ない症例数で検出力を確保でき

る場合がある [4]. また事前情報がない場合にも, 事後分布を用いた治療効果の定量的評価や中間解析による

柔軟な意思決定が可能になる点で有用である [5]. 一方ベイズ統計のデメリットとして, 理論的な専門性や難

しさの他に, 事前分布の設定の問題が指摘されている [4, 5, 6]. 情報のある事前分布を用いる場合, その選択

によって解析結果が大きく変わりうる. 例えば事前分布の情報量が観察データに比べて過剰に大きい場合, 

解析結果が事前分布に大きく依存し, 観察データの影響が十分に反映されない. そのため適切な情報量を持

つ事前分布を選択することが重要となる. 平川ら (2021) [5]では情報のある事前分布を用いる場合, 感度分析

として無情報事前分布を用いた結果との比較が提案されている.  

1.2. ESSについて 

事前分布の情報量を「観察データ何人分であるか」で表した指標が事前分布の有効サンプルサイズ (prior 

effective sample size; ESS) である. すなわち ESS=1の事前分布は一人分の情報を持ち, ESS=100の事前分布は

100人分の情報を持っていることを表す. FDA2010 [4]では Suggested Information to Include in Your Protocolの一

つとして Effective Sample Sizeが挙げられている.  

どの程度の ESSが適切であるかは試験によって異なる. 事前情報と試験の類似性が高い場合は ESSの大きい

事前分布によって試験効率を向上することができるが, そうでない場合は ESS の小さい事前分布を用いるこ

とで事前分布と観察データの衝突 (prior-data-conflict) を防ぐことができる. FDA (2010) [4]では事前分布の

ESS が試験の症例数を上回る場合事前分布は情報過多である可能性があり, 修正する必要があると述べられ

ている.  

注意として ESS という単語の意味はいくつかの文脈で用いられる. 本稿では事前分布の有効サンプルサイズ

を指しているが, FDA (2010) [4]では観察データを加えた後の事後分布の有効サンプルサイズを ESSとよんで

いる. また PROC MCMCでも ESSが outputに表示されるがこれは事前分布の ESSとは関係がない. 混乱が生

じる場合は prior ESSなどと示すべきである. 本稿では特に指定がない場合 ESSは事前分布の ESSを指す. 

 

 

図 1 事前分布 (左図) と観察データ (中央表) から事後分布 (右図) が算出される. 事前分布は平均 120, 標

準偏差 30であり, 事後分布は平均 142.4, 標準偏差 6.2である.  

 



2. 様々な ESSの定義と性質 

ESSはベイズ統計で古くから用いられており, Novick and Hall (1965) [7]では二項モデルに対するベータ分布の

ESS (論文内では prior information とよばれている) について言及されている. 一方で一般の事前分布につい

て ESSを求めることは容易ではなく, 近年も複数の ESSが提案されている. 本稿では提案されている ESSの

定義をいくつか挙げ, 特に𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀 , 𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅, 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹の説明と SASでの実装を行う.  

2.1. 共役事前分布における ESS 

ベイズ統計において古典的に用いられている事前分布に共役事前分布とよばれる事前分布がある. これはモ

デルに指数型分布族を指定している場合に与えられる事前分布(族)であり, 事後分布が容易に計算できる特

徴がある. 表 1は代表的な共役事前分布の一覧である.  

 

表 1: 代表的な共役事前分布 代表的なモデルと共役事前分布の組とその ESS の一覧 ここで N, invGa, Ber, 

Beta, Exp, Ga, Poisはそれぞれ正規分布, 逆ガンマ分布, ベルヌーイ分布, ベータ分布, ガンマ分布, ポアソン

分布を指す. 

尤度分布 パラメータ 
共役事前分布とハイパ

ーパラメータ 

古典的に与えられている ESS

の例 

正規分布（分散既知） 𝑁(𝑌 ∣ 𝜇, 𝜎2)（𝜎2既知） 𝑁(𝜇 ∣ 𝑚0, 𝑠0
2) 𝜎2/𝑠0

2 

正規分布（平均既知） 𝑁(𝑌 ∣ 𝜇, 𝜎2)（𝜇既知） 𝑖𝑛𝑣𝐺𝑎(𝜎2 ∣ 𝛼, 𝛽) 2𝛼 

正規分布 𝑁(𝑌 ∣ 𝜇, 𝜎2) 
𝑁(𝜇 ∣ 𝑚0, 𝜎2/𝜅)  

× 𝑖𝑛𝑣𝐺𝑎(𝜎2 ∣ 𝛼, 𝛽) 

𝜅 = 2𝛼ののとき𝜅 . そうでないと

き ESS は古典的に与えられて

いない 

ベルヌーイ分布（二

項分布） 
𝐵𝑒𝑟(𝑌 ∣ 𝑝) 𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑝 ∣ 𝛼, 𝛽) 𝛼 + 𝛽 

指数分布 𝐸𝑥𝑝(𝑌 ∣ 𝜆) 𝐺𝑎(𝜆 ∣ 𝛼, 𝛽) 𝛼 

ポアソン分布 𝑃𝑜𝑖𝑠(𝑌 ∣ 𝜆) 𝐺𝑎(𝜆 ∣ 𝛼, 𝛽) 𝛽 

線形回帰 𝑁(𝑌 ∣ ∑ 𝛽𝑘

𝑝

𝑘=1

𝑋𝑘 , 𝜎2) g prior 𝑛/𝑔 ただし𝑛は症例数 

 

多くの共役事前分布に対しては ESS が一般的に用いられており, その値が表 1 の右側である. 例えば尤度分

布がベルヌーイ分布, 事前分布にベータ分布 𝐵𝑒𝑡𝑎(𝛼, 𝛽) を用いるとき, 観察データとして𝑌 = 1を𝑛1例, 𝑌 =

0を𝑛0例得たとすると, 事後分布は再びベータ分布𝐵𝑒𝑡𝑎(𝛼 + 𝑛1, 𝛽 + 𝑛0)となる. (事後分布が, 事前分布のハイ

パーパラメータを変えるだけで得られることが共役事前分布の最大の特徴である. ) ここから𝛼 , 𝛽のはそれぞ

れ𝑌 = 1,0の事前情報といえる. したがって ESSを合計𝛼 + 𝛽と考えることができる.  

注意として, ESSは文献によって 1,2程度異なる場合がある. 例えばベータ分布の ESSに関して無情報事前分

布, すなわち𝐸𝑆𝑆 = 0の基準としてHaldane prior (𝐵𝑒𝑡𝑎(0,0) ∝ 𝑝−1(1 − 𝑝)−1) を用いれば𝐸𝑆𝑆 = 𝛼 + 𝛽となるが, 

Jefferys’ prior 𝐵𝑒𝑡𝑎(0.5,0.5) や一様分布 𝐵𝑒𝑡𝑎(1,1) を用いれば ESSはそれぞれ 𝛼 + 𝛽 − 1, 𝛼 + 𝛽 − 2となる.  



2.2. 分散比を用いた ESS 

前節の ESSは共役事前分布に対してしか与えられていない. 一般の事前分布に対する ESSの定義は明らかで

はなく, 状況に応じて選択することが必要になる. 最初に, Malec (2001) [8]や FDA (2010) [4]で与えられてい

る, 事後分布と「無情報事後分布」の分散の比を利用して ESSを算出する方法を紹介する.  

ESS を求めたい事前分布を𝑝(𝜃), 無情報事前分布を𝜋0(𝜃), 𝑚例の観察データを𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚とおく. このとき, 無

情報事後分布𝜋𝑚(𝜃) = 𝜋0(𝜃 ∣ 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚)のと𝑝(𝜃)のの事後分布𝑝(𝜃 ∣ 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚)のを比較する. 𝜋𝑚(𝜃)のは無情報事前分

布の事後分布であるから ESS はちょうど𝑚であると考えられる. 𝑝(𝜃 ∣ 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚)の情報量がこの何倍である

かによって事後分布の ESSを算出し, 事前分布の ESSを求める. 

𝜋𝑚(𝜃)の分散を𝑉1, 事後分布𝑝(𝜃 ∣ 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚)の分散を𝑉2とおき, ESSを次で与える： 

𝐸𝑆𝑆 = 𝑚 ⋅ (𝑉1/𝑉2) − 𝑚 

正規モデルにおいて, この定義はうまく機能する. 分散の比が無情報事後分布と事後分布の情報量の比にな

ると考えれば, 𝜋𝑚(𝜃)の ESS は𝑚であるから, 𝑚 ⋅ (𝑉1/𝑉2)が事後分布𝑝(𝜃 ∣ 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚)の ESS である. したがっ

て事前分布の ESSは𝑚 ⋅ (𝑉1/𝑉2) − 𝑚と考えることができる. 一方でこの定義はいくつかの問題がある.  

• 観察データ𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚によって ESSが変わるため計画段階で ESSを算出することが難しい.  

• 分散の比は変数変換によって変わるため, 本質的に同じ分布であっても異なるESSが与えられる. 例

えば対数変換によって ESSが変わる.  

• モデルによっては分散を情報量の指標として用いることはできない. モデルごとに適切な指標を考

える必要がある. 特に多変数パラメータの場合これは簡単でない.  

2.3. モデルベースの ESS 

この節では観察データによらず, モデルによって与えられる ESSを考える.  

2.3.1. 𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀の定義 

𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀はMorita et al. (2008) [9]で与えられた ESSである. この ESSではまず, 事前分布𝑝(𝛉)の情報量を次の

式で定義する. パラメータ𝛉は多変数でもよい: 

𝑖(𝑝(𝛉‾ )) = 𝑡𝑟 {−
∂2

∂𝛉2
log𝑝(𝛉)}

𝛉=𝛉‾

 

ここで, 記法は以下のとおり.  

• 𝑡𝑟は行列の対角成分の和を意味する.  

• 𝛉‾は事前分布の期待値であり, 𝛉 = 𝛉‾は偏導関数∂𝛉2log𝑝(𝛉)の𝛉 = 𝛉‾における値であることを意味する.  

この情報量において, 𝑚例のデータを与えた無情報事後分布𝜋𝑚(𝛉)と𝑝(𝛉)の情報量の差が最も小さくなる𝑚を

𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀とおく: 

𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀 =argmin
𝑚

|𝑖(𝑝(𝛉‾ )) − 𝐸𝐘𝑚[𝑖(𝜋0(𝛉‾ ∣ 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚))]| 

ここで𝐸𝐘𝑚は事前分布の予測分布∫ 𝑓( 𝑌 ∣ 𝛉 )𝑝(𝛉)𝑑𝜽による期待値. これを式変形すると次を得る [10].  

𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀 =
𝑖(𝑝(𝛉‾ )) − 𝑖(𝜋0(𝛉‾ ))

𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝛉‾ )
 

ここで𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝛉‾ )はモデル𝑓(𝑌 ∣ 𝛉)の𝛉‾における情報量である: 



𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝛉‾ ) = −𝐸𝑌1 [𝑡𝑟 {
∂2

∂𝛉2
log𝑓(𝑌 ∣ 𝛉)}

𝛉=𝛉‾

]. 

すなわち𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀は「事前分布の情報量」を「モデルの一人分の情報量」で割った値であるといえる. この定

義は多くのモデルに当てはめることが可能である. 一方, 問題点として𝛉 = 𝛉‾の周りの局所的な値のみによっ

て ESS を定義していることが挙げられる. 事前分布が正規分布であれば𝑖(𝑝(𝛉))は任意の𝛉で一定であり問題

ないが, 例えば t分布のような裾の広い分布では𝑖(𝑝(𝛉‾ ))は周辺の𝑖(𝑝(𝛉))より大きい値であり, ESSを過大評価

することになる.  

2.3.2. 𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅の定義 

Neuenschwander et al. (2020) [10]は𝛉が一変数の場合に𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀を改善し, expected local-information-ratio ESS (以

下𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅) を与えた. これは次で定義される: 

𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅 = 𝐸𝜃 [
𝑖(𝑝(𝜃))

𝑖𝐹(𝜃)
] 

ここで𝐸𝜃は事前分布𝑝(𝜃)による期待値であり, 𝑖𝐹(𝜃)はフィッシャー情報量: 

𝑖𝐹(𝜃) = −𝐸𝑌|𝜃 [
𝑑2

𝑑𝜃2
log𝑓(𝑌 ∣ 𝜃)] 

である. 𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝜃)のとの違いは予測分布∫ 𝑓(𝑌 ∣ 𝜃)𝑝(𝜃)𝑑𝜃のによる期待値を用いるか, モデル𝑓(𝑌 ∣ 𝜃)のによる期待

値を用いるかの差である. 𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅のは各𝜃のでの「事前分布の情報量と一人分の情報量の比」(local-information 

ratio) の期待値であり, 大域的な値になっている. また次の予測的無矛盾性 (predictive consistency) を持つこ

とが証明できる [10]. 

予測的無矛盾性 (predictive consistency) 

予測分布に従う観察データ𝐘𝐦 = 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑚のを与えるとき , 事後分布の𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅のの期待値は事前分布の

𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅 + 𝑚となる.  

𝐸𝐘𝐦[𝑝(𝜃 ∣ 𝐘𝐦)の𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅] = (𝑝(𝜃)の𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅) + 𝑚 

 すなわち「観察データを𝑚例与えると ESSが𝑚大きくなる」という性質であり, 自然である. このように𝜃が

1次元の場合𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅は自然な値といえるが, 一方で回帰分析のような多次元の場合に定義されていない.  

2.3.3. Clarke (1996) における ESSの定義 

予測的無矛盾性を持ち一部の多変数パラメータモデルで定義できる ESS として𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹がある. この定義の前

に Clarke (1996) [11]で定義された ESSについて述べる. 簡単にいえばこれはの「無情報事後分布𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)のう

ち最も事前分布𝑝(𝛉)に似ているもの」を探索し, その𝑚を ESSとして定義する. ここで似ているとはKullback-

Leibler divergence [12](以下 KLd) を最小にする𝐘𝐦を選択することを指す: 

𝐾𝐿⟨𝑝(𝛉)||𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)⟩ = ∫ 𝑝(𝛉)log
𝑝(𝛉)

𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)
𝑑𝛉 

KLdは 0以上の実数であり 0に近いほど𝑝(𝛉)と𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)が近いことを示す指標として統計学でよく用いら

れる. すなわち Clarke (1996) は effective sampleを 

effective sample =argmin
𝐘𝐦

𝐾𝐿⟨𝑝(𝛉)||𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)⟩ 

で与え, ESSを effective sampleの例数𝑚として与える.  

Clarke (1996)の ESS は簡明であり任意のモデルに対して用いることができる. 一方で ESS が大きいとき計算



量が非常に大きくなる. 実際𝑚が大きくなると𝐘𝐦の取り方も多くなり, KLd についての最適化問題は莫大な

量の計算を必要とする. また𝐾𝐿⟨𝑝(𝛉)||𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)⟩は「𝜋𝑚(𝛉 ∣ 𝐘𝐦)を基準とする𝑝(𝛉)のエントロピー」を意味

しており, 𝐘𝐦によって基準が変わる. これが一因しこの ESSは予測的無矛盾性を持たない.  

2.3.4. 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹の定義 

ESS for exponential family (以下𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹) は Tamanoi (2024) [13]で定義された ESSであり, モデルが指数型分布

族の場合に Clarke (1996) の問題点を解決したものである. 指数型分布族には観察データのモデルが正規分布

や二項分布, 線形回帰, ロジスティック回帰の場合が含まれ, 逆にワイブル分布, プロビット回帰, コックス

回帰, 混合モデルなどが含まれない. まず, 次の一人分の尤度を考える: 

𝐿(𝛉 ∣ 𝐘𝐦) = (∏ 𝑓

𝑚

𝑖=1

(𝑌𝑖 ∣ 𝛉))

1/𝑚

 

これは𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚のの尤度を平均したものであり, 例えば 100 例のデータから 80 例分の情報を得るときなど 

(power prior) によく用いられる. 𝑓(𝑌 ∣ 𝜃)が指数分布族の場合, この一人分の尤度は𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑚の十分統計量

のみで与えられる [13]. よって十分統計量𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾を用いて一人分の尤度を𝐿(𝛉 ∣ 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾)と表すことが

できる. 指数分布族の十分統計量の次元𝐾は高々パラメータの個数であるから, ESS が大きい場合にも計算量

が大きくなることはない.  

次に一人分の尤度を用いて次の事前分布𝑝(𝜃)から𝛼例分の情報を引いた分布を与える: 

𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾) =
1

𝑍𝛼

𝑝(𝛉)𝐿(𝛉 ∣ 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾)−𝛼 

ここで𝑍𝛼のは正規化定数である. 通常の事後分布と異なり−𝛼の をとることで情報を引くことを実現している. 

しかし𝑍𝛼 = ∫ 𝑝(𝛉)𝐿(𝛉 ∣ 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾)−𝛼𝑑𝛉のは一般に収束しない. そこで𝑝(𝜃)のの 95%の区間 (Bayesian evidence 

interval [14]) 上で𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾)を考える.  

最後に無情報事前分布𝜋0(𝛉)と𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝐾)の間の KLdを考え, これを最小にする𝛼を𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹とおく: 

𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹 =argmin
𝛼

( min
𝑡1,⋯,𝑡𝐾

𝐾𝐿⟨𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾)||𝜋0(𝛉)⟩) 

この定義では固定された𝜋0(𝛉)のに対する𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾)ののエントロピーを考えており, 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹のは予測的無矛

盾性を持つ [13]. また, 定義の中で微分を用いていないためモンテカルロ積分による近似計算が可能であり, 

複雑な事前分布に対しても尤度と事前分布に従うシミュレーションサンプル𝛉𝟏, ⋯ , 𝛉𝐍  (𝑁 = 10000のなど) が

あれば近似可能である. 一方で以下の問題点が挙げられる.  

• モデルが指数型分布族に含まれなければ定義できない.  

• Clarke (1996) に比べて改善しているものの, 回帰分析などで𝐾が大きいとき依然計算量が大きい.  

• KLdの最小値は必ずしも 0にならない. この値が十分小さくない場合𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹は正当化できない.  

KLdの最小値に関して, Tamanoi (2025) で RKLという指標が導入されている. これは次で定義される.  

𝑅𝐾𝐿 =
𝐾𝐿𝑚𝑖𝑛

𝐾𝐿⟨𝑝(𝛉)||𝜋0(𝛉)⟩
 

ここで𝐾𝐿𝑚𝑖𝑛は KLdの最小値である. すなわち RKLは KLの最小値と KLの初期値の比である. 0 ≤ 𝑅𝐾𝐿 ≤ 1

であり, 𝑅𝐾𝐿 = 0のとき理想的である. RKLの大小によって𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹の正当性を評価できるが, 許容される RKL

の上限については議論されていない.  



3. 実装例 

この節では𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀, 𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅, 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹の実装例を紹介する. 添付の macro ファイルと sas ファイルによって再

現が可能である. SAS version 9.4を用いている.  

3.1. 一変数の場合 (二項モデルにおけるベータ分布の ESS) 

最も単純な例として, 𝑌 = 0 or 1の二項モデルにおけるベータ分布𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝑏)の ESSを sasを用いて計算する. 

前述の通りこのベータ分布の ESSは古典的に𝑎 + 𝑏であることが知られている.  

3.1.1. 𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀  

添付の ESS_MTM.macに SASマクロ関数「macro_ESS_MTM」が含まれており, これを用いて𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀を計算

することが可能である. 計算するために以下の値が必要である: 

• 事前分布の期待値 𝛉‾  

• 事前分布の対数二階微分. 事前分布の情報量𝑖(𝑝(𝛉‾ ))の算出に用いる. 

• モデルの対数二階微分. モデルの情報量 𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝛉)の算出に用いる. 

• 無情報事前分布の対数二階微分. 無情報事前分布の情報量 𝑖(𝜋0(𝛉))の算出に用いる. 

• 予測分布に従うサンプルが 10000例程度含まれるデータセット 

事前分布の期待値, 対数二階微分については直接計算する必要がある. 対数二階部分は一般に簡単ではない

が,  Wolfram Alpha のようなオープンシステムによっても計算可能である. ベータ分布𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑝 ∣ 𝑎, 𝑏) ∝

𝑝𝑎−1(1 − 𝑝)𝑏−1について, 期待値は𝑎/(𝑎 + 𝑏), 対数二階微分は 

𝑑2

𝑑𝑝2
log𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑝 ∣ 𝑎, 𝑏) = −

𝑎 − 1

𝑝2
−

𝑏 − 1

(𝑝 − 1)2
 

である.  

モデルの情報量について, モデル𝑓(𝑌 ∣ 𝛉)の対数二階微分の期待値をとる必要がある. 主要なモデルについて

は対数二階偏微分の一覧が ESS_MTM.sas に含まれている. 二項モデルの場合 (すなわちベルヌーイ分布 

𝐵𝑒𝑟(𝑌 ∣ 𝑝) = 𝑝𝑌 ⋅ (1 − 𝑝)1−𝑌) では 

∂2

∂𝑝2
log𝐵𝑒𝑟(𝑌 ∣ 𝑝) = −

𝑌

𝑝2
−

1 − 𝑌

(1 − 𝑝)2
 

である. この対数二階微分の期待値をとる必要があるが, このためにモンテカルロ積分による近似を用いる. 

すなわち予測分布 ∫ 𝐵𝑒𝑟(𝑌 ∣ 𝑝)𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑝 ∣ 𝑎, 𝑏)𝑑𝑝 に従うシミュレーションサンプル 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛を 10000 例程

度発生させることで次の近似が可能になる.  

𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝑝) ≃
1

𝑛
∑

∂2

∂𝑝2

𝑛

𝑖=1

log𝑓(𝑌𝑖 ∣ 𝑝) 

このため macro_ESS_MTM では予測分布に従うサンプルが必要になる. 以下のコードによって計算可能であ

る. 引数はそれぞれ次を意味する: 

• DATA: 予測分布に従うサンプルが含まれるデータセット. 変数 Yにサンプルを与える. 

• numParameter: パラメータの個数. 今回は𝑝のみであるから 1. 

• parameter_1: パラメータを表す記号. 以降の引数で用いる記号. 

• priorExpectedValue_1: 事前分布の期待値. ここでは𝑎/(𝑎 + 𝑏). 



• logModel_second_deriv_1: モデルの対数二階微分. ここでは
∂2

∂𝑝2 log𝐵𝑒𝑟(𝑌 ∣ 𝑝).  

• logPrior_second_deriv_1: 事前分布の対数二階微分. ここでは
𝑑2

𝑑𝑝2 log𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑝 ∣ 𝑎, 𝑏).  

• logNoninfo_second_deriv_1: 無情報事前分布の対数二階微分. ここでは
∂2

∂𝑝2 log(𝑝−1 ⋅ (1 − 𝑝)−1). 

%inc 'ESS_MTM.mac' ; /* マクロの読み込み */ 

/* ハイパーパラメータを指定する. */ 

%let alpha = 3; 

%let beta  = 2;     /* ESSはalpha + betaになることが知られている */ 

/* 予測分布に従うサンプルを10000例発生させる */ 

DATA priorPredictiveSamples; 

  DO n = 1 TO 10000; 

    p = RAND("BETA", &alpha., &beta.); 

    Y = RAND("BERNOULLI", p); 

    OUTPUT; 

  END; 

  DROP n; 

RUN; 

/* マクロの実行 */ 

%macro_ESS_MTM( 

  DATA = priorPredictiveSamples, /* 予測分布のサンプル */ 

  numParameter = 1, /* パラメータの個数 */ 

  parameter_1 = p, /* パラメータの記号.多変量パラメータではその分与える */ 

  priorExpectedValue_1 = &alpha / (&alpha + &beta), /* 事前分布の期待値 */ 

  logModel_second_deriv_1 = -Y/p**2 - (1-Y)/(1-p)**2, /* モデルの対数二階微分 */ 

  logPrior_second_deriv_1 = -(&alpha.-1)/p**2 - (&beta.-1)/(1-p)**2, /* 事前分布の対数二階微分 */ 

  logNoninfo_second_deriv_1 = 1/p**2 + 1/(1-p)**2 /* 無情報事前分布の対数二階微分 */ 

); 

計算結果はデータセット_ESSMTM_で与えられる. 

 

変数 ESS_MTM は𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀の計算結果であり, Model Information, Prior Information はそれぞれ𝑖𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿(𝛉‾ ), 



𝑖(𝑝(𝛉‾ ))である. DATA のサンプル数を増やすことで精度を上げることができる.  

logModel_second_deriv_1 や logNoninfo_second_deriv_1 について, 主要なモデルでは一覧が与えられている. 

3.1.2. 𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅  

添付の ESS_ELIR.macに SASマクロ関数「macro_ESS_ELIR」が含まれており, これを用いて𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅を計算で

きる. 計算するために以下の値が必要である: 

• 事前分布の情報量, すなわち事前分布の対数二階微分 𝑖(𝑝(𝜃)) 

• モデルのフィッシャー情報量 𝑖𝐹(𝜃) 

• 情報量の比の期待値を計算するために以下が必要 

o 事前分布の確率密度関数 

o パラメーターの積分範囲 

𝑖(𝑝(𝜃))については𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀と同様である. 主要なモデルのフィッシャー情報量については ESS_ELIR.sas に含

まれている. 与えられた情報量の比に対して期待値を計算する. 𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅は一変数パラメータしか扱わないた

めこれは一次元の積分でありモンテカルロ積分による近似は必要ない. 代わりに積分範囲と事前分布の確率

密度関数が必要である. 以下のコードによって計算可能である. 引数はそれぞれ次を意味する: 

• parameter: パラメータを表す記号. 以降の引数で用いる記号. 

• FisherInformation: モデルのフィッシャー情報量.  

• logPrior_second_deriv: 事前分布の対数二階微分.  

• from: 積分範囲の下限.  

• to: 積分範囲の上限.  

• breaks: 積分の近似に用いる分割の個数.  

• priorDensity: 事前分布の確率密度関数.  

/* マクロ読み込み*/ 

%inc 'ESS_ELIR.mac' ; 

/* ハイパーパラメータの指定 */ 

%let alpha = 3; 

%let beta  = 2; 

/* マクロを実行 */ 

%macro_ESS_ELIR( 

  parameter = p, /* パラメータの記号 */ 

  FisherInformation = 1/p/(1-p), /* フィッシャー情報量 */ 

  logPrior_second_deriv = -(&alpha.-1)/p**2 - (&beta.-1)/(1-p)**2, /* 事前分布の対数二階微分 */ 

  from  = 0, /* 積分範囲の下限 */ 

  to    = 1, /* 積分範囲の上限 */ 

  breaks= 100, /* 積分の近似に用いる分割の個数 */ 

  priorDensity= pdf("BETA", p, &alpha, &beta) /* 事前分布の確率密度関数 */ 

); 

データセット_ESSELIR_に𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅の計算結果が表示される. 



 

ESS_ELIRは𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅の計算結果であり, 他は期待値の計算に用いた積分範囲を示している.  

代表的なモデルについてはフィッシャー情報量の一覧が ESS_ELIR.sasにあたえられている. 

3.1.3. 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹 

𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹では偏微分は用いない. 一方で𝐾𝐿⟨𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾)||𝜋0(𝛉)⟩を最小化する𝛼, 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾を探索する必要が

あるためマクロの中身は非常に複雑である. 主要なモデルについては簡易に計算可能なマクロをそれぞれ用

意しており, 二項モデルでは「macro_ESS_EF_Bernoulli」を用いて𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹を計算することが可能である. 計算

するため, 以下の値が必要である.  

• 事前分布に従うサンプル 10000例程度 

• Bayesian evidence interval の信頼水準. 95%が標準.  

• 事前分布の対数確率密度関数 

• 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑘のが与えられたとき𝐾𝐿⟨𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾)||𝜋0(𝛉)⟩のを最小にする𝛼のを求めるために以下が必要 

(二分探索法を用いる) 

o 𝛼の初期値 

o 計算回数. すなわち二分割する回数 

• 𝐾𝐿⟨𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾)||𝜋0(𝛉)⟩のを最小にする𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑘のを Nelder Mead 法 [15]によって求める. そのた

めに以下が必要: 

o simplexの初期値の設定方法. 自動で作成するか, 自分で作成するか選択が可能.  

o Nelder Mead法のループ回数 

注意として, 計算過程で作業用のデータセットを複数用いる. 同じ名前のデータセットがある場合削除され

る. 以下のコードによって計算可能である. 引数はそれぞれ次を意味する: 

• data_priorSamples: 事前分布のサンプルが含まれるデータセット. parameter で指定する変数名を用い

る. 

• logPriorDensity: 事前分布の確率密度関数を対数変換したもの.  

• initial_alpha: KLdを最小にする𝛼を求めるための初期値.  

• loop_depth: 二分探索法の分割回数.  

• simplex_init_method: Nelder Mead法で用いる simplexの初期値を指定する方法. RANDOMの場合マク

ロ内で作成する. そうでない場合はデータセット_current_simplex_を用意する必要がある.  

• simplex_seed: RANDOMの場合シード値を指定可能. 指定しないことも可能. 

• LoopTimes_NM: Nelder Mead法のループ回数. パラメータが多いほどこの回数を増やす必要がある.  

• sampleLimittingLevel: Bayesian evidence interval の信頼水準. デフォルトは 0.95.  

/* マクロを読み込む */ 



%inc 'ESS_EF_given_t.mac'; 

%inc 'ESS_EF_NelderMead.mac'; 

%inc 'ESS_EF.mac'; 

/* ハイパーパラメータの設定 */ 

%let alpha = 3; 

%let beta  = 2; 

/* 事前分布のサンプルを10000例発生させる */ 

DATA priorSamples; 

  DO n = 1 TO 10000; 

    p = RAND("BETA", &alpha, &beta); 

    OUTPUT; 

  END; 

RUN; 

/* マクロを実行 */ 

%macro_ESS_EF_Bernoulli( 

  data_priorSamples = priorSamples, /* 事前分布のサンプル */ 

  logPriorDensity = %str(logpdf("BETA", p, &alpha, &beta)), /* 事前分布の対数確率密度関数 */ 

  initial_alpha = 1, /* alphaの初期値 */ 

  loop_depth = 6, /* 各tにおける二分探索法のループ回数 */ 

  simplex_init_method = RANDOM,  /* RANDOM or MANUAL */ 

  simplex_seed = , /* RANDOMの場合シードを指定できる */ 

  LoopTimes_NM = 10, /* Nelder Mead 法のループ回数 */ 

sampleLimittingLevel = 0.95 /* Bayesian evidence intervalの水準 */ 

); 

データセット_ESSEF_に𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹の計算結果が表示される. 

 

Sufficient Statistics 1 は𝐾𝐿⟨𝑝−𝛼(𝛉 ∣ 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾)||𝜋0(𝛉)⟩を最小にする𝑡1, ⋯ , 𝑡𝐾の値であり, ESS_EF は𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹, _KL_

は KLdの最小値, _KL0_は事前分布と無情報事前分布の間の KLd, _RKL_は𝑅𝐾𝐿 = 𝐾𝐿𝑚𝑖𝑛 𝐾𝐿0⁄ である. この例

は RKL=0であり, 理想的な例になっている. 

3.2. 回帰モデルの場合 (線形回帰における多変量正規分布の ESS) 

回帰モデルでは説明変数の分布が ESSに影響を与える. 例えば説明変数として年齢と投与群 (0 or 1) を用い

る場合, 年齢の標準偏差は投与群の標準偏差より大きい. よって年齢の回帰係数 = 1 と投与群の回帰係数 = 



1 では意味が全く異なる. したがって回帰係数の事前分布が同じであっても ESS は同じにはならない. 説明

変数の分布は試験前に予測することは一般に難しい. そのため説明変数に合わせて事前分布を調整するか, 

各説明変数を正規化, すなわち平均 0, 分散 1になるようにスケールを直してから計算を行う必要がある.  

本節では線形回帰の事前分布の ESS を計算するマクロを紹介する. 上述のように説明変数の分布が影響する

ことに注意が必要である. 説明変数𝑥1, 𝑥2, 𝑥3に対して応答変数𝑌が 

𝑓( 𝑌 ∣∣ 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2 , 𝛽3 ) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽𝑝𝑥𝑝 + 𝜖 

𝜖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)  

に従うとする. 説明変数は互いに独立かつ標準正規分布に従うとし, 事前分布は 

𝛽𝑖 ∼ 𝑁(0, 12)  

とする. また簡単のためここでは𝜎2を既知とするが, 未知とした場合も計算可能である. 

3.2.1 𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀 

基本的に 4.1.1節と大きく変わらないが次の 2点に注意が必要である.  

• 予測分布のサンプルを作成する際, 説明変数のサンプルを同時に作成する必要がある.  

• パラメータが 4 変数であるから偏微分や期待値もその分計算する必要がある . 引数

logModel_second_deriv_1, logModel_second_deriv_2, logModel_second_deriv_3,…のように増やせばよい.  

%let model_var = 1; 

DATA priorPredictiveSamples; 

  DO n = 1 TO 10000; 

    x_1 = RAND("NORMAL", 0, 1); x_2 = RAND("NORMAL", 0, 1); /* 説明変数のサンプル */ 

    beta_0 = RAND("NORMAL", 0, 1); 

    beta_1 = RAND("NORMAL", 0, 1); 

    beta_2 = RAND("NORMAL", 0, 1); 

    Y = beta_0 + x_1 * beta_1 + x_2 * beta_2 + RAND("NORMAL", 0, sqrt(&model_var.)); 

    OUTPUT; 

  END; 

  DROP n beta_0 beta_1 beta_2; 

RUN; 

%macro_ESS_MTM( 

  DATA                      = priorPredictiveSamples, /* 予測分布のサンプルYと説明変数のサンプルx_nを含む */ 

  numParameter              = 3, /* 切片を含む */ 

  parameter_1               = beta_0, 

  parameter_2               = beta_1, 

  parameter_3               = beta_2, 

  priorExpectedValue_1      = 0, 

  priorExpectedValue_2      = 0, 

  priorExpectedValue_3      = 0, 

  logModel_second_deriv_1   = - 1 / &model_var., 

  logModel_second_deriv_2   = - x_1**2 / &model_var., 



  logModel_second_deriv_3   = - x_2**2 / &model_var., 

  logPrior_second_deriv_2   = - 1 / 1, 

  logPrior_second_deriv_1   = - 1 / 1, 

  logPrior_second_deriv_3   = - 1 / 1, 

  logNoninfo_second_deriv_1 = 0, /* 無除法事前分布は一様分布 */ 

  logNoninfo_second_deriv_2 = 0, /* 無除法事前分布は一様分布 */ 

  logNoninfo_second_deriv_3 = 0  /* 無除法事前分布は一様分布 */ 

); 

3.2.2 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹 

前述の通り𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹のはモデルが指数分布族であるときにしか定義されないが, 回帰分析の場合これは正準リン

ク (canonical link) を持つ一般化線形モデルに対応する. すなわち 

𝑓(𝑌 ∣ 𝜷, 𝑿) = exp {
𝑌 ⋅ 𝑿⊤𝜷 − 𝑎(𝑿⊤𝜷)

𝜙
+ 𝑐(𝑌, 𝜙)} 

で表されるモデルである. 例えば線形回帰, ロジスティック回帰, ポアソン回帰は含まれるが, Cox 回帰は一

般化線形モデルではないため含まれず, プロビット回帰は正準リンクではないため含まれない.  

回帰分析では説明変数のサンプルが含まれるデータセットを用意する必要がある.  

/* 説明変数のサンプル */ 

DATA explanatory_vars; 

  DO n = 1 TO 1000; 

    x0 = 1; x1 = RAND("NORMAL", 0, 1); x2 = RAND("NORMAL", 0, 1); /* x0は切片 */ 

    OUTPUT; 

  END; 

RUN; 

/* 事前分布のサンプル */ 

DATA PriorSamples; 

  DO n = 1 TO 10000; 

    beta0 = RAND("NORMAL", 0, 1); beta1 = RAND("NORMAL", 0, 1); beta2 = RAND("NORMAL", 0, 1); 

    OUTPUT; 

  END; 

RUN; 

/* マクロを実行 */ 

%macro_ESS_EF_linearRegression( 

  variance_error = 1, /* 既知の分散の値 */ 

  data_priorSamples = PriorSamples, /* 事前分布のサンプル */ 

  data_explanatory_vars = explanatory_vars, /* 説明分布のサンプル */ 

  logPriorDensity = logpdf("NORMAL", beta0, 0, 1) + logpdf("NORMAL", beta1, 0, 1) + logpdf("NORMAL", 

beta2, 0, 1), 

  initial_alpha = 0.1, /* alphaの初期値 */ 



  loop_depth = 6,  /* 各tにおける二分探索法のループ回数 */ 

  simplex_init_method = RANDOM,  /* RANDOM or MANUAL */ 

  simplex_seed = , /* RANDOMの場合シードを指定できる */ 

  NumParameter = 3, /* パラメータの個数 */ 

  parameter_1 = beta0, /* パラメーターの記号. 例えば切片 */ 

  parameter_2 = beta1, /* パラメーターの記号. 例えば説明変数1の傾き */ 

  parameter_3 = beta2, /* パラメーターの記号. 例えば説明変数2の傾き */ 

  explanatory_var_1 = x0, /* 説明変数の記号. 切片 x0 = 1 */ 

  explanatory_var_2 = x1, /* 説明変数の記号. */ 

  explanatory_var_3 = x2, /* 説明変数の記号. */ 

  LoopTimes_NM = 50, 

  sampleLimittingLevel = 0.95 /* Bayesian evidence intervalの水準 */ 

); 

4. まとめ 

本稿でベイズ統計の簡単な説明と ESSの紹介, いくつかの ESSの定義, SASによる実装を行った. ESSは事前

分布の解析結果への影響の大きさを評価するうえで重要な指標であるが, その定義は簡単ではなく, 状況に

合わせて適切な ESSを選択する必要がある. 以下の表は本稿で紹介した ESSを簡単に比較したものである.  

 メリット デメリット 

分散比によ

る ESS 

・定義が簡明 

・観察データによって値を変えること

ができる 

・観察データによって値が変わらない 

・分散が指標として適しているとは限らない 

・多変数パラメータに対して定義されていない 

𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀 
・観察データによって値が変わらない 

・多変数パラメータにも定義できる 

・事前分布の期待値周辺のみによって値が決まり, 

事前分布が正規分布でないとき, ESS を過大評価, 

過小評価する場合がある 

𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅 

・観察データによって値が変わらない 

・任意の事前分布で評価ができる 

・予測的無矛盾性を持つ 

・多変数パラメータでは定義されない.  

ESS in 

Clarke(1996) 

・観察データによって値が変わらない 

・定義が簡明 

・多変数パラメータにも定義できる 

・ESSが大きいとき計算量が非常に大きい 

・KLdが小さくならないとき, ESSが正しい値であ

る保証がない.  

𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹 

・観察データによって値が変わらない 

・多変数パラメータにも定義できる 

・予測的無矛盾性を持つ 

・モデルが指数型分布族でないとき定義されない 

・KLdが小さくならないとき ESSが正しい値であ

る保証がない.  

 

ESSはこれらがすべてではない. Morita et al. (2012) [16]は conditionally independent hierarchical models (CIHMs) 

とよばれる階層ベイズにおける ESSを定義している. また, Wiesenfarth and Calderazzo (2020) [17]は事前分布



と観察データの傾向が大きく異なる場合 (prior-data-conflict) に同じ ESSの事前分布でも解析結果への影響が

異なることに注目し, effective current sample size (ECSS) を定義した.  

SASマクロについて, 𝐸𝑆𝑆𝑀𝑇𝑀や𝐸𝑆𝑆𝐸𝐿𝐼𝑅ではモデルや事前分布の二階偏微分が必要になる. 二階微分の近似は

簡単ではなく, 本マクロには含まれていないためユーザーが計算する必要がある. 𝐸𝑆𝑆𝐸-𝐹のでは計算に積分し

か用いないため近似計算が可能である. 一方で KLd に関する最適化問題を解く必要があるためコードは非常

に複雑である.  

臨床開発が複雑化する今日, ベイズ統計の果たす役割は大きくなることが予想されている. 本稿がベイズ統

計や ESSについて理解する一助になれば幸いである.  
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